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КИБЕРНЕТИКА И ТЕОРИЯ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В. И. ЛЕВЕНШТЕЙН 

ДВОИЧНЫЕ КОДЫ С ИСПРАВЛЕНИЕМ ВЫПАДЕНИЙ, ВСТАВОК 
И ЗАМЕЩЕНИЙ СИМВОЛОВ 

(Представлено академиком 77. С. Новиковым 4 I 1965) 

При исследовании вопросов передачи двоичной информации по кана­
там обычно рассматривается модель канала, в которой допускаются сбои 

вида 0 - > 1 , 1 - ^ 0 , называемые в дальнейшем замещениями. В настоящей 
работе (как и в (*)) исследуется модель канала, в которой допускаются 
также сбои вида 0 Л, 1 — Л , называемые выпадениями, и сбои вида 

Л - > 1 , называемые вставками (здесь Л — пустое слово) . Д л я та­
ких каналов по аналогии с комбинаторной задачей построения оптималь­
н ы х кодов с исправлением s замещений рассматриваются задачи построе­
ния оптимальных кодов с исправлением выпадений, вставок и замещений. 

1. К о д ы с и с п р а в л е н и е м в ы п а д е н и й и в с т а в о к . Слова 
Б алфавите {0, 1} будем называть двоичными словами. Произвольное мно­
жество двоичных слов фиксированной длины будем называть кодом* . 
Код К назовем к о д о м с и с п р а в л е н и е м s в ы п а д е н и й ( к о д о м 
с и с п р а в л е н и е м s в с т а в о к ) , если любое двоичное слово может 
быть получено не более чем из одного слова кода К путем s или менее 
выпадений (соответственно вставок) . Код К назовем к о д о м с и с и р а в-
л е н и е м s в ы п а д е н и й и в с т а в о к , если любое двоичное слово мо­
жет быть получено не более чем из одного слова кода К путем s или менее 
выпадений и вставок. Последнее свойство обеспечивает возможность одно­
значного определения исходного кодового слова по слову, полученному из 
него некоторым числом i (i ^ 0 ) выпадений и некоторым числом / (/' ^ 0) 
вставок, если i + / ^ s. Следующее утверждение показывает, что все при­
веденные выше определения кодов равносильны. 

Л е м м а 1. Любой код с исправлением s выпадений (равно как и любой 
код с исправлением s вставок) является кодом с исправлением s выпаде­
ний и вставок. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (от противного) . Пусть из слова х длины п пу­
тем ii выпадений и ji вставок, где н + / i ^ s, и из слова у длины п путем 
h выпадений и /а вставок, где h + h ^ si получается одно и то же слово z. 
Если в слове z опустить (вставить) те символы, которые при получении z 
вставляются (опускаются) хотя бы в одном из слов х и у, то, как легко 
видеть, получится слово, которое можно получить и из х и из у не более 
чем m a x ( J 2 + / ь / 2 + *0 выпадениями (соответственно вставками) . Ввиду 
равенства длин слов х и у ]\ — ц = ]г — h и, следовательно, h + ji = 
= h ~r h = 72 (&i + k + ji + ji) ^ 5 , что доказывает лемму 1. 

Коды с исправлением s выпадений и вставок допускают другое, метри­
ческое описание. Рассмотрим функцию р(х,'у), определенную на парах 
двоичных слов и равную наименьшему числу выпадений и вставок, преоб­
разующих слово х в у. Нетрудно показать, что функция р(х, у) является 
метрикой, причем код К является кодом с исправлением s выпадений 
и вставок тогда и только тогда, когда для любых двух различных слов 
х и у из К имеет место р (х, у) > 2s. 

Пусть Вп — множество всех двоичных слов длины п. Д л я произволь­
ного слова х из В[П обозначим через | # | число единиц в слове х, а через 

* Дальнейшие определения имеют также смысл, если под кодом понимать произ­
вольное множество слов (быть может, различной длины) в некотором алфавите из г 
букв (г ^ 2). Отметим, однако, что в случае слов различной длины лемма 1, вообще 
говоря, уже не верна. 



ikll — число с е р и й * слова х и оценим число Ps{x) (число Q&(x)) р а злич­
ных слов, получаемых из х путем s выпадений (соответственно s вставок) . 
Имеют место оценки: 

C N | - s + l < ^ ( ^ ) < C | S

M | + s _ 1 r ( 1 ) 

2 О*"' < Qs (х) < 2 Сп

1С>28-\ ( 2 ) 

Д л я доказательства верхней оценки в ( 1 ) заметим, что каждое слово, 
получаемое из х выпадениями, однозначно определяется указанием числа 
символов, выпавших из каждой серии, и, следовательно, Ps(x) не превы­
шает числа упорядоченных разбиений числа s на | |я| | неотрицательных 
слагаемых. С другой стороны, легко видеть, что если в любых s попарно 
несмежных сериях слова х выбросить по одному символу, то все получен­
ные таким образом слова будут различны. Это дает нижнюю оценку в ( 1 ) , 
если заметить, что количество таких слов равно числу упорядоченных раз ­
биений числа — s на s + 1 неотрицательных слагаемых, л и ш ь два из 
которых, быть может, нули. Верхняя оценка в ( 2 ) следует из того, что 
каждое слово, получаемое из слова х = O i . . . ап путем s вставок, может 
быть получено следующим образом. При некотором i (i = О, 1 , . . . , s) вы­
бирается i номеров пи . . . , щ (1 ^ щ < . . . < щ ^ п) и i + 1 слов 
P i , . . . , Рг, Рг+ь сумма длин которых равна s, причем каждое из первых i 
слов PJ непусто и не оканчивается символом оп$ ; затем каждое слово 
pj (у = 1 , . . . , i) вставляется в слово х перед символом с ц , а слово рг+1 

после символа (Тп. Н и ж н я я оценка в ( 2 ) следует из того, что если каждое 
из слов P i , . . . , Рг имеет длину один, то все слова, получаемые из х ука­
занным в ы ш е способом, различны. 

Отметим, что из ( 1 ) и ( 2 ) следует, что Pi(x) = \\х\\ и Qi(x) = п + 2 . 
Обозначим через Ls(n) мощность (число слов) максимального в Вп 

кода с исправлением s выпадений и вставок. 
Л е м м а 2 **. При фиксированном s и п ->- оо 

2s(s\)z2n/n2s^Ls(n)^sl 2n/ns. (3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К — максимальный в Вп код с исправ­
лением s выпадений и вставок и пусть при произвольном k (1 ^ к < 
< п12) Ls(n) = Lu + Lh", где Lk — число слов х кода К таких, что 
к < ||#|| < п — к. Из определения кода К следует, что 2 Ps(x) ^ 2п"8, 

Х Е К 

а из его максимальности 2 R^s(x) ^ 2п, где # 2 s ( # ) — число слов, нахо-

дящихся на расстоянии 2s или менее (в метрике р(х, у)) от слова х. Ис ­
пользуя ( 1 ) и ( 2 ) , получаем 2n~s ^ LhCh-s

s и 
S 

Из последних неравенств следуют оценки (3), если заметить , что 
k п . k 

W < 2 ( S Cn-i + 2 Сп~}г) = 2 2 Сп (так к а к число слов из Вп\ имею-

4=1 i=n—k ' i=0 

щих i серий , равно 2 С п Л ) , и воспользоваться тем, что 2 == о[—\ 
г=0 М 

при к = [п/2 — Vsnlnn] и п->оо (см. , например , ( 2 ) ) . 
* Серией слова х называется максимальное подслово слова ж, состоящее из оди­

наковых символов. Например, слово х = 01101 имеет 4 серии. 

** В дальнейшем запись f(n) ^ g(n) означает, что l i m / ( n ) / g(n) < 1, а запись 

f(n) ~ g{n) означает, что l im/(w) / g(n) — 1. 
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Т е о р е м а 1. 

Li (л) ~2п/п. (4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 2, нам достаточно показать, что 

Щп) >2«/(п+1). ( 5 ) 

Чтобы доказать это, воспользуемся одной конструкцией Варшамова — 
Тененгольца ( 3 ) . Рассмотрим класс кодов Кп, т , где к а ж д ы й Кп, т (сь = 
= О, 1 , . . . , ттг — 1) определяется как множество слов O i . . . ап из Вп таких,, 

п 
что 2 ог-£ = a (mod т). Покажем, что к а ж д ы й код Кп, т при т ^ п + 1 

г=1 
является кодом с исправлением одного выпадения. Пусть в результате од­
ного выпадения слово х = O i . . . оп из Кп,т преобразовалось в слово 
х' = о / . . . а ^ _ г Т о г д а можно считать известными число \х'\ и наимень-

п— 1 
гний неотрицательный вычет числа а — 2 o V по mod яг, который мы обо-

г=1 
значим через а'. Д л я того чтобы восстановить слово х по слову х\ очевид­
но, достаточно знать: 1) какой из двоичных символов 0 или 1 выпал 
и 2 ) либо число (которое мы обозначим через щ) нулей левее выпавшего 
символа, если этот символ есть 1, либо число (которое мы обозначим 
через щ) единиц правее выпавшего символа, если этот символ есть 0. Н о 
из определения кодов Кп,т и чисел щ, щ следует, что при т ^ п + 1 
либо а! = \х'\ + 1 + Щ (если выпал символ 1) , либо а! = щ (если вы­
пал символ 0 ) , причем щ ^ \х'\. Поэтому в зависимости от того, больше а' 
числа | ^ | или нет, можно определить, какой из двоичных символов вы­
пал, а затем найти число щ или щ соответственно. Следовательно, по лем­
ме 1, к а ж д ы й код Кп'т при т ^ п + 1 является кодом с исправлением 
одного выпадения или вставки. Поскольку каждое слово из Вп принадле­
жит одному и только одному из т кодов Кп, т {а = 0 , 1 , . . . , т — 1) , то по 
крайней мере один из этих кодов содержит не менее 2п / т слов, что при 
т = п + 1 дает оценку ( 5 ) . 

2 . К о д ы с и с п р а в л е н и е м в ы п а д е н и й , в с т а в о к и з а м е ­
щ е н и й . Код К назовем к о д о м с и с п р а в л е н и е м s в ы п а д е н и й , 
в с т а в о к и з а м е щ е н и й , если любое двоичное слово может быть 
получено не более чем из одного слова кода К путем s или менее выпа­
дений, вставок и замещений. Можно показать, что функция г(х,у), опре­
деленная на парах двоичных слов и равная наименьшему числу выпаде­
ний, вставок и замещений, преобразующих слово х в г/, является метрикой, 
причем код К является кодом с исправлением s выпадений, вставок и за­
мещений тогда и только тогда, когда для любых различных слов х и у и з 
К имеет место г(х, у) > 2s. Обозначим через Ms(n) мощность максималь­
ного в Вп кода с исправлением s выпадений, вставок и замещений. 

Т е о р е м а 2. 
2п~Чп^ Mi(n) ^ 2п1 (п+ 1 ) . (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Верхняя оценка — это оценка Хемминга ( 4 ) 
для кодов с исправлением одного замещения. Д л я доказательства нижней 
оценки нам достаточно показать , что все коды Кп, т» определенные при 
доказательстве теоремы 1, при т ^ 2п являются кодами с исправлением 
одного выпадения, вставки или замещения. Тот факт, что эти коды позво­
ляют исправить выпадение или вставку, у ж е доказан. Заметим далее, что 
если в результате не более одного замещения слово O i . . . оп из Кп, т пре ­
образовалось в слово с г / . . . O n 7 , то минимальный из наименьших неотрица-

п п 

тельных вычетов чисел а— 2 а г 7 и 2 — я по модулю 2п или более 

г= 1 г= 1 8 4 7 



равен /, где / — номер замещенного символа (или / = 0, если замещения 
не произошло) . 

Используя метод доказательства леммы 2, можно установить, что при 
фиксированном s жп-+ оо 

( (&)!• / S 2-%!%А^М4п)^\ ( 7 ) 
4 i=o ' п п 

3. И с п о л ь з о в а н и е к о д о в п р и п е р е д а ч е (без синхронизи­
рующих символов) п о к а н а л а м с в ы п а д е н и я м и , в с т а в к а м и 
и з а м е щ е н и я м и . Обозначим через h,n (ls,n ; 18,п\ тп8,п) канал , в ко­
тором в каждом отрезке длины п происходит не более s выпадений (соот­
ветственно вставок; выпадений и вставок; выпадений, вставок и замеще­
ний) . Условимся последовательность, полученную на выходе канала из про­
извольного бесконечного произведения Z\z2... слов кода У, записывать в 
виде zi'zz . . . , где через z/ обозначено слово, полученное из кодового сло­
ва Zi в результате сбоев в канале . Код / будем называть д о п у с т и м ы м 
для данного канала , если существует конечный автомат *, отображающий 
любую последовательность Zi'zt . . . в последовательность ZiZ2 . . . Д л я того 
чтобы код / был допустимым для определенных выше каналов, необходи­
мо (но, вообще говоря, не достаточно), чтобы он был кодом с исправле­
нием s сбоев соответствующих видов. При построении допустимых кодов 
полезно следующее утверждение: для любых двоичных слов а и Р коды К 
и Ка, э = {а# р , х ^ К) являются кодами с исправлением одного и того 
ж е числа сбоев рассматриваемых видов. Это утверждение следует из оче­
видных равенств р(ая |3 , аг/Р) = р ( я , г/), r(cw?P, ш/Р) = г(х, у). В даль­
н е й ш е м слово Ра играет роль запятой между кодовыми словами, хотя оно, 
вообще говоря, будет искажаться сбоями в канале . 

Отметим далее то важное обстоятельство, что, в отличие от канала 
18п , в случае каналов l8,n , 18, п, пь8уП при s ^ 2 (т. е. каналов с двумя 
или более вставками) никакой код У не позволяет по любой последователь­
ности Zi'zz . . . определить, где оканчивается слово zi. Это приводит к тому, 
что в указанных случаях при декодировании необходимо исходить из того, 
что возможны не только сбои канала , но и сбои, вызванные неправиль­
н ы м определением начала очередного слова z/ (сбои декодирования) . Идея 
предложенных ниже конструкций для указанных каналов состоит в том, 
чтобы в результате рассмотрения сбоев декодирования как сбоев канала 
на каждое кодовое слово приходилось не более s сбоев. Это достигается 
за счет некоторого уменьшения длины кода и подходящего выбора запя ­
той Ра, Справедливы следующие утверждения: 1) если код К из Bn-is-i 
является кодом с исправлением s выпадений, то код У = Ki*, 0s допустим 
для канала 18,п ; 2) если код К из 5 n _ 4 s является кодом с исправлением s 
вставок, то код У = # л , * 8о* допустим для канала 18)П ; 3) если код К из 
i ? n _ 4 ( S + i ) 2 _ 2 S является кодом с исправлением s выпадений, вставок и заме­
щений (выпадений и вставок), то код У = # л , ( i s + , o s + , ) s + 1 i s допустим ** для 
канала mSy п (соответственно ls, п). 

Поступило 
2 I 1965 
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* В некотором обобщенном смысле (см., например, ( 5 ) ) . 
** В случае канала пц, п можно показать, что если код К из Bn-i исправляет 

одно выпадение, вставку или замещение (например, К = Кп-т, 2(п_7>), то код / = 
= Ки, oi является допустимым. 
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